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3.3	 补充
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4.2	 命题
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4.2.3	 作外切三角形
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2.1	 理论基础
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2.3	 欧阳琦法



2.4	 近似作法
3	正多边形

4.3	 补充
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1	证明
2	性质
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第 5 章	 比例论
5.1	 定义
5.2	 命题
5.3	 补充

第 6 章	 相似形
6.1	 定义
6.2	 命题

6.2.3	 角平分线定理
1	内角平分线定理

1.1	 证明
1.1.1	 法一 (相似法)
1.1.2	 法二 (相似法)
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6.3	 补充

6.3.1	 梅涅劳斯定理
1	证明

1.1	 法一



1.2	 法二
1.3	 法三
1.4	 法四

2	逆定理
3	第一角元形式
4	第二角元形式

6.3.2	 燕尾定理
6.3.3	 塞瓦定理

1	证明
2	逆定理
3	推论

3.1	 角元形式
3.2	 圆上三线共点

4	应用
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4.2	 三角形中线共点
4.3	 三角形角平分线共点

6.3.4	 斯特瓦尔特定理
1	证明
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1	定义
2	性质
3	命题互推
4	角元表示
5	三角形中
6	圆锥曲线

6.3.6	 四点共圆
1	性质定理
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3.2	 拓展公式

6.3.7	 牛顿定理
1	牛顿定理 1
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6.3.10	三角形六心
1	重心

1.1	 基本性质
1.2	 极值点
1.3	 恒等式
1.4	 作图法

2	外心
2.1	 基本性质
2.2	 恒等式
2.3	 计算公式

3	内心
3.1	 基本性质
3.2	 半径公式
3.3	 恒等式
3.4	 欧拉定理

3.4.1	 证明
3.4.2	 推论

4	垂心
4.1	 基本性质
4.2	 外接圆
4.3	 恒等式

5	旁心
5.1	 基本性质
5.2	 半径公式
5.3	 恒等式
5.4	 面积公式

6	界心
6.1	 基本性质
6.2	 等式与不等式
6.3	 六心定理

6.3.1	 外心、重心、垂心 (欧拉线定理)
6.3.2	 内心、重心、界心
6.3.3	 推论

7	例题
6.3.11	奔驰定理

1	证明
1.1	 法一
1.2	 法二
1.3	 法三

2	推论
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6.3.12	共边定理
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1.4	 角元塞瓦定理证法
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7.1	 定义
7.2	 命题
7.3	 补充

第 8 章	 数论 2
8.1	 定义
8.2	 命题
8.3	 补充



第 9 章	 数论 3
9.1	 定义
9.2	 命题

9.2.35	等比数列求和
9.2.36	完全数的构造

9.3	 补充
9.3.1	 质因数分解
9.3.2	 素数有无穷个
法一	 欧几里得法 (存在性证明)
法二	 Filip Saidak 法
素数定理

狄利克雷定理
乌勒姆现象

9.3.3	 素数求法
筛选法求素数

9.3.4	 素数与自然数等势
第 10 章	不可公度量

10.1	 定义
10.2	 命题
10.3	 补充

第 11 章	立体几何
11.1	 定义
11.2	 命题

11.2.11	 立体几何作图
1	作图题

1.1	 基本作图题
1.2	 作图题

11.3	 补充
11.3.1	多面角

1	基础概念
2	基本性质
3	三面角余弦定理

3.1	 证明
证法一
证法二

证法三

3.2	 第二形式
11.3.2	球面角
11.3.3	四面体全等
11.3.4	一些定理

1	三垂线定理
2	三余弦定理
3	三正弦定理
4	三维勾股定理

第 12 章	求积法
12.1	 定义
12.2	 命题

12.2.3	三棱锥的分割
12.3	 补充

12.3.1	月牙定理
12.3.2	等周图形面积最值
12.3.3	体积公式

第 13 章	正多边形、正多面体
13.1	 定义
13.2	 命题

13.2.13	 作球的内接正多面体
1	正四面体
2	正六面体
3	正八面体



4	正十二面体
5	正二十面体

13.3	 补充
13.3.1	柏拉图多面体的理论基础

1	直观理解
2	代数推导

13.3.2	柏拉图多面体的性质
1	正四面体

1.1	 基本性质
1.2	 代数性质

2	正六面体
2.1	 平面图形
2.2	 代数性质

3	正八面体
3.1	 代数性质

4	正十二面体
4.1	 代数性质

5	正二十面体
5.1	 基本性质
5.2	 代数性质

第 1 章	平面基本图形  
1.1	定义  

1.2	公设  
1. 过相异两点, 能且只能作一直线. (直线公理)

2. 两线段中小的线段重复有限次一定能超过长线段. (欧多克斯-阿基米德公理)

即线段可以任意地延长.

3. 以一点为圆心, 任意长为半径, 可作一圆. (圆公理)

4. 凡直角都相等. (角公理)

5. 过直线外一点，可作且只可作一直线跟此直线平行. (平行公理)

两直线被第三条直线所截, 如果同侧两内角和小于两个直角, 则两直线则会在该侧相交.

1.3	公理  
1. . (等量代换公理)
2. . (等量加法公理)
3. . (等量减法公理)
4. 移形重叠公理.
5. 全量大于分量公理.

连续性公理

戴德金公理

欧多克索斯-阿基米德命题、康托命题

1.4	命题  
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1.4.2	圆规工具  

由一已知点  为端点作一线段 (或圆) 等于已知线段.

作图	 (五步即可)

1. 以  为半径作圆 ;
2. 以  为半径作圆 , 交圆  于点  与 ;
3. 以  为半径作圆 ;
4. 以  为半径作圆 , 交圆  于点  与 ;
5. 连接 .

由对称性知  (严谨的证明可以使用全等). 作完.

1.4.12	作垂线  

由已知无限直线外一已知点  作该直线的垂线.

作图	 (三步即可)

1. 以直线上一点  为圆心,  为半径作圆.
2. 以直线上另一点  为圆心,  为半径作圆.
3. 圆  交圆  于点  与 , 连接 .

由对称性知  (严谨的证明可使用全等). 作完.
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1.4.31	作平行线  

过一已知点  作一直线平行于已知直线.

作图	 (四步即可)

法一

1. 以直线上一点  为圆心,  为半径作圆, 交直线于点 ;
2. 以  为圆心  为半径作圆, 交圆  于点  与 ;
3. 连接  并延长, 交圆  于点 ;
4. 连接 .

. 作完.

法二

1. 以直线上一点  为圆心,  为半径作圆, 交直线于点 ;
2. 以  为半径作圆 ;
3. 以  为半径作圆 , 与 圆  交于点  与 ;
4. 连接 .

. 作完.
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1.4.43	平行四边形补形  

在任意平行四边形中, 对角线两边的平行四边形的补形彼此相等.

1.4.47	勾股定理及其推广  

全部最简勾股数: , 其中  与  互素且一奇一偶.

勾股定理的推广

1.5	补充  

af://n104
af://n109
af://n114


1.5.1	度量  

设  是非空集, 映射  满足, , 有:

1. , 且 ; (非负性)
2. ; (对称性)
3. . (三角不等式)

则称  是  上的 度量 (仅满足前两条则称为 半度量).  为 点  与  之间的 距离. 定义了度量的集 
 称为 度量空间 或 距离空间.

1.5.2	公设【5】相关命题  

用到【公设 5】的包括以下几类命题：

1. 平行线的性质命题、唯一性命题；
2. 三角 形及多边形的内角和、外角和命题；
3. 勾股定理相关命题；
4. 平行线截线段成比例命 题及三角形相似命题；
5. 建立在比例基础上的面积命题等。

没用到的【公设 5】包 括以下命题：

1. 平行线存在命题、判定命题；
2. 三角形全等命题；
3. 内角和小于二倍直角；
4. 外角大于不相邻内角；
5. 大边对大角、大角对大边等。

1.5.3	勒让德 萨开三大定理  

勒让德-萨开里第一定理

三角形内角和不能大于  倍直角.

注: 无需平行公理, 在欧氏几何与罗氏几何 (双曲几何) 中均成立, 在黎曼几何 (椭圆几何) 中不成立.

勒让德-萨开里第二定理

如果在一已知的三角形中内角和等于 , 则在任意三角形中内角和也等于 .

勒让德-萨开里第二定理

如果某一三角形的内角和小于  直角, 则任一三角形的内角和也小于  直角.

推论

罗氏几何中所有三角形内角和小于  直角.
黎曼几何中所有三角形内角和大于  直角.

1.5.4	萨开里四边形  
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1.5.5	斯坦纳-雷米欧司定理  

如果一个三角形的两个内角平分线相等, 则这个三角形是等腰三角形.

证明

如图, 作 ,  两线交于 .

则 .

不妨令 , 则在  和  中, 有 .

在  中, ,

在  中, ,

故在  中, , 矛盾,

故 , 同理 , 即 . 证毕.

1.5.6	三角形中线共点  

1.5.7	同一性命题  

条件和结论都唯一的命题如果成立, 则其逆命题亦成立.

 

第 2 章	几何式的代数  
2.1	定义  
柺尺形

2.2	命题  
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2.2.11	黄金分割点  

给定已知线段, 作黄金分割点.

作法	 (至多九步)

2.2.12	余弦定理的极简证明  

钝角三角形的余弦定理. (锐角三角形同理)

2.2.14	四则运算与开根 ⭐️  

作一个正方形等于已知直线形.

注意任意直线形可以转化成一个平行四边形, 从而转化成一个矩形. (这里的转化指的是, 可以通过尺规作图作出
一个图形使之与原图形的面积相等)
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不妨令 , , 这里利用了射影定理 (或者说极化恒等式与勾股定理) 作出了 .

由此我们可以对任意长度进行开根, 即作出 .

如图, 取  为单位 , 延长至  使得 , 以  中点  为圆心,  长为半径作圆. 过  作 
, 交圆  于点 , 则 .

以此类推, 给定  与 , 至多  步即可作出 .

如果 , 则可以作出长为  的线段. (并且可以仅由两次画圆工具和若干次直线工具作出.)

如果给出长为  的线段, 可以利用相似三角形作出长为  的线段. (以上作图的
唯一性由单位  确定.)

2.3	补充  

2.3.1	帕施公理  

设 , ,  是不共线的三点,  是平面  上不通过 , ,  中任一点的直线. 若  上有一点介于 ,  
之间, 则它必有另一点介于 ,  之间或 ,  之间.

 

第 3 章	圆与角  
3.1	定义  
弓形的角 (月牙角)

3.2	命题  
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3.2.17	作圆的切线  

由已知点作直线切于已知圆.

左图为原本上的证法, 相较繁琐; 右图为现行中学教材的作法, 需要圆周角定理.

作两圆的内外公切线.

作图为外公切线, 先作出 ; 右图为内公切线, 先作出 .

3.2.22	对角互补及其应用 ⭐️  

由相交或相切的两圆, 仅用直尺作平行线.
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以上四中情况本质上是相同的. 注意第四张图中 , 不一定与  平行, 只是画的有点像而已. 两
圆相切的情况时类似的.
给定两个相交或相切的圆, 仅用无刻度直尺即可作出两圆的圆心.

3.2.32	弦切角定理  

3.2.35	圆幂定理及其逆定理  

可以由勾股定理或相似证明圆幂定理.

3.3	补充  

3.3.1	蝴蝶定理  

已知  是圆  的弦  的中点, 过  的两条弦分别为  和 , 又  和  分别与  交于
点  与 , 则 .

证明	 作  交圆  于点 ,如图连接线段, 则 .

.

, 故  四点共圆.

, 故 , .

证毕.

 

第 4 章	圆与多边形  
4.1	定义  

4.2	命题  
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4.2.2	作内接三角形  

在一个已知圆内作一个与已知三角形等角的内接三角形.

利用弦切角定理.

4.2.3	作外切三角形  

在一个已知圆外作一个与已知三角形等角的外切三角形.

利用外角.

4.2.6	作内接正方形  

在一个已知圆内过一点作圆的内接正方形.

最少步为 7E, 详见 Euclidea 第 1 章第七题.
可以依此作出正  边形.

4.2.7	作外切正方形  

在一个已知圆外过一点作圆的外切正方形.

已知圆 , 求过圆上一点  作圆的外切正方形.

作法	 (至多 10 步)

1. 连接  并延长, 交圆  于点  (为下一步准备) ;
2. , 交圆  于点  与  (至少 3 步);
3. 以  为圆心,  为半径作圆;
4. 以  为圆心,  为半径作圆, 交圆  于点  与 ;
5. 连接  并延长, 交圆  于点 ;
6. 连接  并延长;
7. 连接  并延长, 交圆  于点 ;
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8. 连接  并延长, 交  于点 .

4.2.11	内接正五边形  

求作已知圆的内接正五边形.

通过黄金分割比作出顶角为  的等腰三角形, 利用命题 4.2.2 即得.

4.2.12	外切正五边形  

求作已知圆的外切正五边形.

利用内接正五边形.

4.2.15	圆规等分圆周  

仅用圆规六等分与四等分圆周.

见 Euclidea 第四章第 11 题.

4.2.16	内接正多边形 ⭐️  

1	正十五边形  

求作已知圆的内接正十五边形.

利用正三角形与正五边形, 注意到 .

2	正十七边形  

求作已知圆的内接正十七边形.

2.1	理论基础  

令 , 注意到 , 故

设

则经过积化和差剥蒜得

再设
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再次积化和差剥蒜得

联立含有  的项得

故理论上可以作出正十七边形. 证毕.

2.2	理奇蒙法  

2.3	欧阳琦法  

2.4	近似作法  

3	正多边形  

费马数: .

形如  的正多边形可以用尺规作图作出, 其中  是互不相同的费马素数.

 

4.3	补充  

4.3.1	阿波罗尼斯问题 ⭐️  

作一圆与三个广义圆相切. (共十类情况)

4.3.2	分割三角形  

钝角三角形  中角  为钝角, 且 , 取三角形的内心  为圆心,  
为半径作圆, 如图连接线段, 则将原三角形分割成七个锐角三角形.
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证明	 注意到 ,

4.3.3	平面鸡爪定理 ⭐️  

设  是  的内心,  是  内的旁心,  交  的外接圆于点 , 则 
.

证明	 注意到  四点共线.

, 同理 .

而 , 故 . 证毕
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4.3.4	等价关系  

第五公设

 平行公理

 过不共线的三点恒有一圆

 平面上一直线的垂线与斜线相交

4.3.5	三角形高线共点  

4.3.6	九点圆定理 ⭐️  

已知：三角形 ABC 的三条高线 AD、BE、CF 交于点 O，G、H、K 分别是边 BC、CA、BA 中点，L、M、
N 分别是 AO、BO、CO 中点.

求证：D、E、F、G、H、K、L、M、N 九点共圆.
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1	证明  

如上左图,

在  中,  是  中点, 故 .

四边形  是平行四边形, 故 ,

故中点  和点  共圆.

如上右图,

四边形  是平行四边形, 故 ,

, 故 ,

点  四点共圆, 故 ,

故中点  和点  共圆.

其余同理, 证毕.

2	性质  

2.1	外心在欧拉线  

设  的外接圆圆心为 , 九点圆圆心为 , 垂心为 , 重心为 .

则  为九点圆的垂心, , , 故  四点共线, 且  是  的中点.

2.2	位似于外接圆  

 与  位似, 故圆  与圆  位似, 且两圆半径比为 .

 是内位似中心,  是外位似中心.

2.3	分割线段比例  

.

第 5 章	比例论  
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5.1	定义  
定义 5.5	相同比

有四个量, 第一量比第二量与第三量比第四量叫做 相同比, 如果对第一与第三个量取任何同倍数, 又对第二
与第四个量取任何同倍数, 而第一与第二倍量之间依次有大于、等于或小于的关系, 那么第三与第四倍量之
间便有相应的关系.

设  是同类量,  是同类量, 对于 , 若三个关系式  之一成立时, 必有 
, 则称  与  有相同比, 记为 .

定义 5.9	二次比

若 , 则称  为  的 二次比.

注意到 .

定义 5.10	 三次比

若 , 则称  为  的 三次比.

注意到 .

定义 5.12	 更比例

更比例 是前项比前项且后项比后项.

即  的更比例为 .

定义 5.13	 逆比例

逆比例 是后项作前项, 前项作后项.

即  的逆比例为 .

定义 5.14	 合比例

合比例 是前项与后项的和比后项.

即  的合比例为 .

定义 5.15	 分比例

分比例 是前项与后项的差比后项.

即  的分比例为 .

定义 5.16	 换比例

换比例 是前项比前项与后项的差.

即  的换比例为 .

定义 5.17	 首末比例

首末比例 指的是, 有一些量又有一些与它们个数相等的量, 若在各组每取二量作成相同的比例, 则第一组量
中首量比末量如同第二组中首量比末量. 或者, 换言之, 这意思是取掉中间项, 保留两头的项.

即  的首末比例为 .

定义 5.18	 波动比例

波动比例 是这样的, 有三个量, 又有另外与它们个数相等的三个量, 在第一组量里 前项比后项如同第二组量
里中项比后项, 这时, 第一组量里的中项比后项如同第二组量里前项比中项.
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即  的波动比例为 .

5.2	命题  

5.3	补充  
 

第 6 章	相似形  
6.1	定义  
定义 6.2	互逆相似图形

在两个直线形中, 夹角的两边有如下的比例关系, 第一形的一边比第二形的一边如 同第二形的另一边比第
一形的另一边, 则称这两个直线形为 互逆相似图形.

定义 6.3	中外比 (黄金分割比)

6.2	命题  

6.2.3	角平分线定理  

1	内角平分线定理  

在  中,  平分 , 则 .

1.1	证明  

1.1.1	法一 (相似法)  

作  交  延长线于点 , 相似可证.

1.1.2	法二 (相似法)  

作  交  延长线于点 , 相似可证.

1.1.3	法三 (面积法)  

过  作  和  的垂线, 面积法可证.

1.1.4	法四 (正弦定理)  
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2	外角平分线定理  

在  中,  平分  的外角, 则 .

证明	 类似内角平分线定理的证明.

3	内外角平分线性质  

3.1	距离相等  

3.2	相互垂直  

3.3	调和点列  

4	角平分线长定理 (1)  

设 , 则 .

此处及以下均为内角平分线. 外角平分线公式的推导是类似的.

4.1	证明  

4.1.1	法一 (圆幂定理)  

4.1.2	法二 (斯特瓦尔特定理)  

5	角平分线角定理  

设角平分线长为 , 则 .

证明

6	角平分线长定理 (2)  

.

证明	 将上述"角平分线角定理"与余弦定理代入  即得.

7	角平分线分线段  

.

证明	 由内角平分线定理即得.

注: 此定理结合 角平分线长定理 (1) 亦可推出角平分线长定理 (2).
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6.2.9	递推等分线段  

法一	作平行线  

法二	利用矩形  

如图作图, 则 .

法三	圆的根轴  

如图, 以  为圆心, 为半径作圆, 交圆  于点 , 连接  交  于点 , 则 

.

证明	 . 
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6.2.11	比例关系  

1	两线段第三比例项  

如图, , 则 .

2	三线段第四比例项  

如图, , 则 .

注: 由此可以实现连乘与连除.

3	作圆锥曲线上的点  
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如图,  为准线,  为焦点, , .

4	圆关于圆的反演线  

如图, , , 故 .

5	三角形内接正方形  

如图, 作任意正方形 , 作 , 则 
.

6	作两线段比例中项  
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如图, .

7	三角形的比例关系  

如图, , 故 .

8	给定面积的相似形  

如图, , , 则  记为所求作直线形.

9	分已知线段中外比  
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, 则 .

6.2.28	二次方程的根  

6.3	补充  

6.3.1	梅涅劳斯定理  

一直线分别截  的三边  及延长线于点 , 则

1	证明  

1.1	法一  

如图, 作 , 交  延长线于点 , 则
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1.2	法二  

如图, 连接 , , 则

1.3	法三  

如图, 由点  分别向  作垂线, 垂足分别为 , 则
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1.4	法四  

如图, 作  交  于点 , 则

2	逆定理  

设  交  于点 , 由梅涅劳斯定理知  与  重合, 故  共线.

3	第一角元形式  

证明	 (面积法)
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4	第二角元形式  

证明	 (面积法)

6.3.2	燕尾定理  

在  中,  相交于一点 , 则
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6.3.3	塞瓦定理  

在  中任取一点 , 延长  分别交对边于点 , 则

本质上同梅涅劳斯定理, 且二者都是燕尾定理的推论.

1	证明  

在  中, ,

在  中, ,

二者相乘, 得 

2	逆定理  

类似梅涅劳斯定理, 通过同一性定理可证.

3	推论  

3.1	角元形式  

证明	 参考梅涅劳斯定理角元形式.

3.2	圆上三线共点  

圆上顺次 6 点 , 则  交于一点的充要条件是
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证明	 利用正弦定理, 塞瓦定理可证.

4	应用  

4.1	三角形高线共点  

证明	 通过高线表示各线段长, 塞瓦定理可证.

4.2	三角形中线共点  

证明	 利用中线定义, 塞瓦定理可证. (或由燕尾定理可证)

4.3	三角形角平分线共点  

证明	 利用角平分线定义, 角元塞瓦可证.

6.3.4	斯特瓦尔特定理  

如图,  为  的  边上任意一点, 则 , 即
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1	证明  

由余弦定理知 , 化简即得上式.

2	推论  

2.1	等腰三角形  

若 , 则 , 或 .

2.2	中线定理  

若 , 则 .

2.3	内角平分线长  

若  平分 , 则 .

2.4	外角平分线长  

若  平分  的外角, 则 .

2.5	比例形式  

若 , 则 .

2.6	直角三角形  

若 , 则 .

6.3.5	调和点列  

1	定义  

若同一直线上四点  满足 , 则称  调和分割 线段 , 或  
调和分割线段 , 且  称为 调和点列.  与  称为 调和共轭.

2	性质  

1. .

2. .

3. .

4. .

5. .

6. .
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若点  分别是  和  的中点, 则

7. .

8. . (反演)

9. .

3	命题互推  

若以下四个命题中任意两个为真, 则可以推得另外两个:

5.  成调和点列.
6. .
7.  平分 .
8.  平分  的外角.

4	角元表示  

由面积法知:

5	三角形中  
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由梅涅劳斯定理、塞瓦定理以及调和点列的角元表示可知, 以下均为调和点列:

1. .
2. .
3. .
4. .
5. .
6. .

6	圆锥曲线  

 

如左图,

1. 由高线共点知: ,  称为点  关于圆  的极线.

2. 由 6.3.5.5 知:  为调和点列.

3. 由 6.3.5.5 知: 过点  的直线与圆和极线形成的三个点与点  成调和点列.

4. 由 6.3.5.2 知: , 即  与  关于圆  反演.

(初等方法连用 5 次相似亦可证明.)

如右图,

1. 
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6.3.6	四点共圆  

1	性质定理  

1. 对角互补, 外角等于内对角.
2. .
3. 圆幂定理: .
4. 托勒密定理: .

2	判定定理  

1. 四个端点与某顶点距离相等.
2. 四边形对角互补 (外角等于内对角).
3. .
4. 圆幂定理逆定理.
5. 托勒密定理逆定理.

3	面积公式  

令 .

3.1	婆罗摩笈多公式  

令 , 则 .

3.2	拓展公式  

令  为四边形对角的均值, 则 .

证明
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6.3.7	牛顿定理  

1	牛顿定理 1  

完全四边形三条对角线中点共线.

已知在四边形  中,  交  于点 ,  交  于点 ,  中点为 ,  中点为 ,  中点
为 . 求证:  三点共线.

1.1	证法一  

取  中点 ,  中点 , 设  交  于点 .

则  共线,  共线,  是  中点.

由梅涅劳斯定理及其逆定理:

证毕.

af://n823
af://n824
af://n829


1.2	证法二  

如上左图, 当  时, , 故 
, 故  中点  在  上, 即三点共线. 仿射后得一般形式.

2	牛顿定理 2  

圆外切四边形的两条对角线的中点与圆心共线.

已知四边形  是圆  的外切四边形,  分别是对角线  和  的中点. 求证:  三点共线.

2.1	证法一  

连接 , 则只需证 .

,

.

由外切知 ,

.

 是  中点, 故 .

故 .

证毕.
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2.2	证法二  

如图, 设  交  于点 , 过  作  分别交  和  于点  与 .

,

,

同理 , 即 .

而相似图形对应点连线的对应比例处点构成的图形与原图形相似,

故  三点共线, 且 .

证毕.

3	牛顿定理 3  

圆的外切四边形的对角线的交点和以切点为顶点的四边形对角线交点重合.

已知四边形  的边  与内切圆分别切于点 . 求证:  
共点.
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证明

设  分别交  于点 ,

则  (弦切角定理),

.

同理 , 故  重合, 即直线  共点.

同理  共点. 证毕.

6.3.8	阿波罗尼斯圆  

已知线段 , 动点  满足 , 则点  的轨迹是圆, 称为阿波罗尼斯圆.

作法

在  上作点  与 , 使得 , 则  成调和数列.

以  为直径作圆, 即为  点轨迹. 作完.

 

6.3.9	西姆松定理  

过三角形外接圆上异于三角形顶点的任意一点作三边上的垂线, 则三垂足共线, 称为 西姆松线.

1	证明  

1.1	法一  

如图,  四点共圆,  四点共圆,  四点共圆.

,

故  三点共线. 证毕.
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1.2	法二  

,

故  三点共线. 证毕.

2	逆定理  

若一点到三角形三边的垂足共线, 则这个点在三角形的外接圆上.

3	性质  

3.1	垂心与西姆松线 (史坦纳定理)  

三角形的垂心为 , 则西姆松线平分 .

证明

如图作图.

, 故 .

, 故  垂直平分 , 则

, 故 .

在  中,  是中位线, 故 . 证毕.

3.2	平分点在九点圆  

 的中点在  的外接圆上.

由 4.3.6.2.3 九点圆的性质即得.

3.3	垂心在镜像线上  

设  分别是点  关于  的对称点, 则  四点共线.
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证明	 由西姆松定理及其性质 3.2 即得.

3.4	两点一西姆松线  

外接圆上  对应的西姆松线的交角等于该两点的圆周角.

3.5	一点两西姆松线  

若两个三角形的外接圆相同, 则圆上一点  对应二者的西姆松线的交角与  的位置无关.

 

6.3.10	三角形六心  

1	重心  

1.1	基本性质  

1. 重心定理: 三角形中线交于同一点.
2. 比例关系: .
3. 面积关系: 分成的六个小三角形面积相等.
4. 子三角形:  与  位似, 且位似中心为 , 位似比为 ,  为二者共同的质心.

1.2	极值点  

1. 到三角形三个顶点距离的平方和最小的点是重心.

2. 到三角形三边距离之积最大的点是重心.

注: 仿射可证.

3. 一个点将三角形分为三个三角形, 则使者三个三角形面积之积最大的点是重心.

注: 即 2. 的另一种表达.
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1.3	恒等式  

1. .

证明: 由奔驰定理即得.

2. .

证明: 由 1. 即得.

3. 若点  是  平面上任意一点, 则

.

证明: 由  和 即得 .

4. .

证明: 由 1. 即得.

5. .

证明: 由 3. 和 4. 即得.

6. 在  中, 过重心  的直线交 ,  所在直线分别于 , , 则

.

证明: 仿射可证.

7. 从  的三个顶点分别向以它们对边为直径的圆作切线, 所得的 6 个切点为 , 则  均在以重心  

为圆心,  为半径的圆上.

证明: 由比例形式的斯特瓦尔特定理与中线定理即得.
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1.4	作图法  

1. 组合法: 将一个图形分为若干个子图形, 求出子图形的几何重心后求出这些几何重心的加权重心.
2. 负面积法: 类似于组合法.

2	外心  

2.1	基本性质  

1. 外心定理: 三角形三边的中垂线共点.
2. 外心位置: 锐角三角形的外心在三角形内, 直角三角形的在斜边上, 钝角三角形的在三角形外.
3. 距离相等: 外心到三角形三个顶点的距离相等.
4. 子三角形:  与  位似关系同重心性质 1.1.4, 且  的外心  是  的垂心,

2.2	恒等式  

1. .

2. .

3. .

4. , 其中  为坐标原点.

2.3	计算公式  

1. .

2. .

3. .

3	内心  

令 .
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3.1	基本性质  

1. 内心定理: 三角形的三个角平分线交于一点.

2. 子三角形 1:  的内心是  的外心.

3. 子三角形 2: 设  交内切圆于点  和 , 则  的内心为 , 旁心为 .

证明: 由调和点列和直径对应的圆周角为直角即得.

3.2	半径公式  

1. .

2. 若 , 则 .

3. .

证明: 由 3.3.3 即得.

4. .

证明: 注意到 .

5. .

证明: 由 3.2.3 即得.

3.3	恒等式  

1. .

证明: 由角平分线定义即得.

2. .

证明: 由正弦定理即得.

3. .

证明: 联立方程组即得.

af://n1022
af://n1031
af://n1046


4. .

证明: 注意到 .

5. .

证明: 由奔驰定理即得.

6. .

证明: 由 3.3.5 即得.

7. 过内心的直线交 ,  所在直线分别于点 , , 则

.

.

证明: 第一式由仿射剥蒜不是补星. 第二式等价于第一式.

3.4	欧拉定理  

设三角形内心与外心的距离为 , 内切圆半径为 , 外接圆半径为 , 则

3.4.1	证明  

如图作图

, 故 ,

故 , 即 .

,
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故 ,

即 . 证毕.

3.4.2	推论  

1. .

2. .

4	垂心  

4.1	基本性质  

1. 垂心定理: 三角形三条高线交于一点.

2. 垂心位置: 锐角三角形的垂心在三角形内, 直角三角形的垂心在直角顶点, 钝角三角形的垂心在三角形外.

3. 互为垂心:  中任一点是其余三点的垂心, 称为垂心组.

4. 四点共圆: , ,  四点共圆, , ,  四点共圆.

5. 子三角形:  平分角 ,  的垂心是  的内心.

6. 相似图形 1: .

7. 相似图形 2: .

证明: .
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8. 垂心全等: 设  的垂心分别为 , 则 .

证明: ,

故四边形  是平行四边形,  平行且等于 . 同理可证全等.

9. 旁心关系: 一个三角形的三个顶点是其垂足三角形的旁心, 三角形的垂心是其垂足三角形的内心.

4.2	外接圆  

1. 垂心  关于三边的对称点均在  的外接圆上.

证明: 见史坦纳定理的证明过程.

2.  的外接圆是等圆.

证明: , 由正弦定理即得.

3. .

.
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4. ,  平行于点  关于外切圆的切线.

证明:  且 .

5. 三角形任一顶点到垂心的距离等于外心到对边距离的  倍.

证明: 如图,  是  的中位线, 故 .

6. 三角形的垂心到三顶点的距离之和等于其内切圆与外接圆半径之和的两倍. (三角形外的线段长度记为负数.) 
即 .

证明:

7. 西姆松线: 从一点向三角形三边所引垂线的垂足共线的充要条件是该点落在三角形的外接圆上.

证明: 见西姆松定理的证明.

8. 施瓦茨三角形问题: 锐角三角形的内接三角形中, 以垂足三角形的周长为最短.



证法一: 如图, 连续反射  五次, 则  边逆时针旋转了 , 即 
, 故 .

,

且当且仅当内接三角形为垂足三角形时取等.

证法二: 如图, 作  关于  和  的对称点 , 则 ,

故当且仅当内接三角形为垂足三角形时周长最小.

4.3	恒等式  

1. .

证明: 由四点共圆与圆幂定理或相似三角形即得.

2. .

证明: 移项即得. 与 1. 等价.

3. .

证明: 由奔驰定理即得.

4. .

证明: 由 3. 即得.

5. 过  的直线交 ,  于点 , , 则
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.

证明: 剥蒜也不是补星.

6. 垂心余弦定理: .

证明: 由 2.3.1 与 4.2.5 即得.

7. .

证明: 等价于 5.3.8.

5	旁心  

记点  对应的旁心分别为  或 .

圆  交  分别于点 ,

.
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5.1	基本性质  

1. 旁心定理:

三角形的一个内角平分线和两个外角平分线交于一点.

2. 距离相等:

每一个旁心到三角形三边的距离相等.

3. 面积关系: 

一个旁心与三角形三条边的端点连结所组成的 3 个三角形面积之比等于原三角形三条边长之比;

三个旁心与三角形的一条边的端点连结所组成的三角形面积之比等三个旁切圆半径之比.

4. 外三角形:

一个三角形的内心是其旁心三角形的垂心, 即 .

5. 四点共圆:

 四点共圆,

 四点共圆.

5.2	半径公式  

1. .

证明: 由 5.4.1 即得.

2. .

证明: 由 5.3.4 即得.

3. .

证明: 由 5.2.2 和 5.3.5 即得.

4. .

证明: 由 5.2.3 和 3.2.4 即得.

5. .

证明: 由 5.2.3 和 3.2.5 即得.

5.3	恒等式  

1. .

.

证明: 由角平分线定义即得.

2. .

证明: 由奔驰定理即得.

3. .

证明: 由 5.3.2. 即得.

4. .

证明: 解方程组即得. 注意到不要弄混  和 .
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5. .

证明: 由 5.3.4 和 3.2.3 即得.

6. .

证明: 由 5.2.3 和 3.2.5 即得.

7. .

证明: 由 5.2.3 和 3.2.5 即得.

8. .

证明: 由5.3.6 和 5.3.7 即得.

9. 过旁心  的直线交  所在直线分别于点 , 则

.

证明: 仿射剥蒜不是补星.

如果有一个"三角形"内角分别为 , 便可直接由 3.3.7 得到. (有丶疯狂的
想法.)

5.4	面积公式  

1. .

证明: 割补面积即得.

2. .

证明: 由 5.2.3 知

右式

3. .

证明: 由 5.4.2 与  即得.

6	界心  

如果三角形一边上的一点和这边所对的顶点把三角形的周界分割为两条等长的折线, 那么就称这一点为三角形的
周界中点. 其中三角形的周界是指有三角形的三边所组成的围线. 三角形的顶点与其对边的周界中点的连线叫做
三角形的周界中线.

设  分别是  的  边上的周界中点, 周界中心为 .
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6.1	基本性质  

1. 周界中点 1: 三角形任意一边上的周界中点介于这边两端点之间.

证明: 由三角形任意两边之和大于第三边即得.

2. 周界中点 2: 周界中点即旁切圆与三角形对应边的切点.

证明: 由 5.3.4 即得.

3. 界心定理: 三角形三条周界中线交于一点.

证明: 由梅涅劳斯定理即得.

6.2	等式与不等式  

1. .

证明: 由燕尾定理即得.

2. .

证明: 由奔驰定理和 6.2.1 即得.

3. .

证明: 由  和 6.2.3 即得.

4. .

.

证明: 注意到 , 由 6.2.1 和 6.2.3 即得.

5. .

证明: 由 6.2.1 即得.

6. .

7. .

证明: 由 6.2.6 即得.

8. .

证明: 由欧拉定理的推论即得.
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6.3	六心定理  

6.3.1	外心、重心、垂心 (欧拉线定理)  

.

证明	 如图, 延长  交外接圆于点 , 则四边形  是平行四边形.

即证 .

, 移项即得.

6.3.2	内心、重心、界心  

.

证明	 由奔驰定理得

,

,

相减得 ,

即 , 即 .

6.3.3	推论  

 平行且等于 .
 平行且等于 .

7	例题  

例 1	如图, 四边形  四个顶点的内外角平分线交于点 , 则 ,  四点共圆, 
 四点共线.
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证明	 如图作图. 由旁心定理即得.

例 2	如图, 圆  是  的  点的旁切圆,  分别是相应切点. 若  交  于点 , 求证:  平
分 .

证明	 如图, 过点  作 , 交 ,  于点 , .

, , ,

故 , , ,

故  平分 . 证毕.

 

6.3.11	奔驰定理  

在  内有一点 , 则

1	证明  
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1.1	法一  

整理即得上式. 证毕.

1.2	法二  

以  为原点, 则即证

展开式成立, 故原式成立. 证毕.

注: 此式仅要求点  在  所在的平面内, 即可以在  之外, 只需引入负面积即可.

1.3	法三  

以  为原点,  为  轴, 设 , 则即证

代入

左式等于右式, 故原式成立. 证毕.

2	推论  

2.1	面积比例  

证明

充分性: 即奔驰定理.

必要性: 与奔驰定理作差后即得.

2.2	五心应用  

1. 重心

.

2. 内心

.

3. 外心
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.

.

4. 垂心

.

5. 旁心

.

6.3.12	共边定理  

若  交  于点 , 则 .

证明	 由面积法即得.

注	 左下图的情况即燕尾定理.

6.3.13	共角定理  

在  和  中, 若  或 , 则

证明	 由正弦定理即得.
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推论	 若四边形  和  都是正方形, 则 .

6.3.14	帕普斯定理  

直线  上有点 , , , 直线  上有点 , , , 设 , , 
, 则 , ,  三点共线.

证明

连接 , 设 , , 则

故  与  重合, 即 , 即 , ,  三点共线.

证毕.
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6.3.15	帕斯卡定理  

圆锥曲线内接六边形三对边的交点共线.

1	证明  

1.1	面积法  

设 ,

, 则

故 , 即 , ,  三点共线.

证毕.
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1.2	位似法  

作圆  交  于点 , 交  于点 , 则

,

,

,

故  与  位似, , ,  三点共线.

证毕.

1.3	梅涅劳斯定理证法  

1.4	角元塞瓦定理证法  

 

第 7 章	数论 1  
7.1	定义  

7.2	命题  

7.3	补充  
最小公倍数的混合求法

 

第 8 章	数论 2  
8.1	定义  

8.2	命题  
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8.3	补充  
 

第 9 章	数论 3  
9.1	定义  

9.2	命题  

9.2.35	等比数列求和  

,

.

9.2.36	完全数的构造  

偶完全数的充分条件

设  是一个素数, 则  是一个完全数.

 可被右式每一项整除, 且左式再无其它因子.

e.g. .

注	 欧拉证明了这也是偶完全数的必要条件. 目前不清楚是否存在奇完全数.

9.3	补充  

9.3.1	质因数分解  

在  中,  等是素数, 且唯一性分解命题不再成立, 如 .

在  中, 唯一性分解命题成立.

在  中, 唯一性分解命题不成立, 如

.

 是无理数, 否则 , 而  不能分解出因子 .

9.3.2	素数有无穷个  

法一	欧几里得法 (存在性证明)  

预先给定任意多个素数, 则它们之积加一要么是素数, 要么存在一个因数是素数, 且不在预先给定的素数中.

注	 不需要是最小的若干个素数.
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法二	Filip Saidak 法  

, 故  至少有两个质因数,  至少有三个质因数, 以
此类推即得.

素数定理  

.

狄利克雷定理  

形如  的素数有无穷多个, 其中  和  是正整数且互素.

乌勒姆现象  

9.3.3	素数求法  

筛选法求素数  

9.3.4	素数与自然数等势  

素数是自然数的子集, 且不是有限集, 故为 .

 

第 10 章	不可公度量  
10.1	定义  
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可公度 / 不可公度.

正方可公度 / 正方不可公度.

有理线段 / 无理线段.

二项线 / 余线.

10.2	命题  
10.14

. 

10.3	补充  
 

第 11 章	立体几何  
11.1	定义  

11.2	命题  

11.2.11	立体几何作图  

1	作图题  

1.1	基本作图题  

1. 通过不共线的已知三点作一平面.

2. 求两已知相交平面的交线.

3. 在已知平面内, 用直尺和圆规作平面图形. 

4. 任意取一点在或不在已知直线上, 在或不在已知平面上;

任意取一直线过或不过已知点, 在或不在已知平面内;

任意取一平面过或不过已知点, 过或不过已知直线.

1.2	作图题  

1. 求作一平面, 通过一条直线及线外一点; 或通过两条相交直线; 或通过两 条平行直线.

2. 求作已知平面  和不在这平面内的已知直线  的公共点.

3. 过一点作直线垂直于已知平面. (利用三垂线定理) 🌙

4. 作异面直线公垂线. 🌙
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概念 解释 类比

多面角 (立体角) 如三面角. 三角形

面角 (表面角) 多面角的直线的夹角. 边

二面角 不是多面角, 也不是面角. 角

等腰三面角 有两个面角相等. 等腰三角形

等面三面角 三个面角皆相等. 等边三角形

直三面角 三个面角都是直角. 直角三角形

有向三面角 正向 / 负向三面角.  

概念 解释

全等 多面角的表面角和二面角两两相等, 且排列次序相同.

对称 三面角的表面角和二面角两两相等, 且排列次序不同.

5. 在已知平面内的已知点作一直线和该平面成直角. (利用 1.2.3)

6. 由三个平面角作出立体角. (命题 11.2.22 与 11.2.23) 🌙

11.3	补充  

11.3.1	多面角  

1	基础概念  

2	基本性质  

1. 任意一个面角小于其它两个面角之和, 大于其它两个面角之差. (命题 11.2.20)

2. 三个面角之和属于 . (命题 11.2.21)

注: 适用于任意凸多面角, 且与公设 5 无关.

3. 三个二面角之和属于 .

4. 多面角全等

1. 三个面角两两相等, 且排列次序相同. ( )
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2. 三个二面角两两相等, 且排列次序相同. ( )
3. 两个面角及其所夹二面角两两相等, 且排列次序相同. ( )
4. 两个二面角及其所夹面角两两相等, 且排列次序相同. ( )

5. 等腰三面角

两个面角相等  两个二面角相等.

一个三面角中, 对着大二面角的面角更大.

 

3	三面角余弦定理  

3.1	证明  

证法一  

证法二  

.

联立得: .
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证法三  

取 , ,

在  中, ,

在  中, ,

联立, 得: .

3.2	第二形式  

.

 

11.3.2	球面角  

面积为半径平方的球表面对球心的张角等于 1 球面度 ( ), 即 .

若圆锥顶的平面角为 , 则其球面角 (立体角) 为 .

 

11.3.3	四面体全等  

1. 两面及其所夹二面角分别相等.
2. 有一三面角全等, 且夹着三面角的棱分别相等.
3. 一面全等, 且相邻的三个二面角分别相等.
4. 一棱相等, 且相邻的两个三面角全等.
5. 六棱分别相等.

 

11.3.4	一些定理  

1	三垂线定理  

已知 , 则

1. 若 , 则 .
2. .
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2	三余弦定理  

 平面 , .

.

3	三正弦定理  

.

4	三维勾股定理  

.

证明

 

第 12 章	求积法  
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12.1	定义  

12.2	命题  

12.2.3	三棱锥的分割  

任何一个以三角形为底的棱锥可以被分为两个相等且与原棱锥相似又以三角形为 底的三棱锥, 以及其和大
于原棱锥一半的两个相等的棱柱.

 

12.3	补充  

12.3.1	月牙定理  

.

12.3.2	等周图形面积最值  

周长一定的封闭图形  中, 圆的面积最大.

1.  是凸的;
2. 平分周长的弦也平分面积.
3. 平分周长与面积的弦是直径. (即其所对周角是直角.)

于是给定  的一个平分周长的弦 (直径),  上每一点与这条弦端点的连线垂直, 而这便是圆的一种定义.
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12.3.3	体积公式  

1. 圆台或棱台: .

 

第 13 章	正多边形、正多面体  
13.1	定义  

13.2	命题  

13.2.13	作球的内接正多面体  

设直径为 , 正多面体棱长为 .

1	正四面体  

.

2	正六面体  

.

3	正八面体  

.

4	正十二面体  

.

5	正二十面体  

.

 

13.3	补充  

13.3.1	柏拉图多面体的理论基础  

1	直观理解  

一个顶点至少连接三个面, 在平面展开这些面, 使之共点, 故内角小于 .

而正多面体的内角为 , 关于  递增, 故只有边数为 3, 4, 5 的正多边形满足条件.

1. 对于等边三角形, 一个顶点可以连接 3 或 4 或 5 个面, 相应有正四面体, 正八面体, 正二十面体.
2. 对与正方形, 一个顶点可以连接 3 个面, 相应有正方体.
3. 对于正五边形, 一个顶点可以连接 3 个面, 相应有正十二面体.
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正多面体

正四面体 3 3 4 6 4

正六面体 3 4 8 12 6

正八面体 4 3 6 12 8

正十二面体 3 5 20 30 12

正二十面体 5 3 12 30 20

2	代数推导  

设正多面体有  个顶点,  条棱,  个面, 一个顶点有  条棱, 一个面有  条边, 则

由  得 .

同理知 , 故有

 

13.3.2	柏拉图多面体的性质  

设柏拉图多面体的边长为 , 高为  (这里的高指一个面与对面或点的距离).

外接球半径为 , 内切球半径为 , 旁切球半径为 , 中交球半径为 .

一个面的面积为 , 表面积为 , 体积为 .

两邻面夹角为 , 棱与邻面夹角为 .

注	 以下涉及角与长的一些结论可利用三面角余弦定理求解.

1	正四面体  

1.1	基本性质  

1. 唯一一个没有对称中心的正多面体, 且没有对称轴.
2. 可置于边长为  的正方体中, 且正投影为正方形及其对角线.
3. 各棱中点连线是正八面体.

1.2	代数性质  

1. .

2. .

3. .

4. 到四顶点距离和最小的点是外接球圆心.
5. 对于四个相异的平行平面, 总存在一个正四面体, 其顶点分别在四个平面上.
6. 正四面体内任意一点到各侧面的距离之和等于 .
7. 旋转群 (四面体群) 同构于交错群 ;
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2	正六面体  

2.1	平面图形  

1. 正  边形 ( ) 边长为 , 以其中心为圆心的圆半径为 , 则该圆上任意一点与正  边形各顶点连线长

度的平方和为 .

2. 若 , 则上述四次方和为 .

2.2	代数性质  

1. 若以正方体中心为球心的球半径为 , 则球上任意一点与各顶点连线长度平方和为 , 四次方和

为 .

1. 若该球为外接球, 则平方和为 , 四次方和为 .
2. 若该球为内切球, 则平方和为 , 四次方和为 .

2. 旋转群 (正六面体群) 同构于对称群 .

3	正八面体  

3.1	代数性质  

1. .

2. .

3. .

4. 正八面体群同构于正六面体群 ( ).

4	正十二面体  

4.1	代数性质  

1. . 

2. .

3. .

4. 正十二面体群同构于 .

注	 单位正  边形的面积为 , 且有如下特殊三角函数值
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5	正二十面体  

5.1	基本性质  

1. 各面中心构成正十二面体的顶点.

5.2	代数性质  

1. .

2. .

3. .

4. 正二十面体群同构于正十二面体群 .
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